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η = Bη + Γξ + ζ
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X = Λxξ + δ
Y = Λyη + ε
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y + Θε Λy(I − B)−1ΓΦΛ′
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ΛxΦΓ′(I − B)−1′Λ′
y ΛxΦΛ′
x + Θδ
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=,.)*# -,&&#)*# 6# M3D3 !  !"#$%&% ’( !)!&#*# +,# +!$# -,!&#
 !  "#$%& ’() %*’())* ’$ +,-#*%(. -&#$-/&+#$*0
"#$%& ’( )&*+,+ ,’ -*’). $+#-&/0&#*& .((1.22(’$.3’+#& ,&’ )+,&((’ .,
&40.3’+#’ -*50**05.(’ .((& .#.(’-’ ,’ $0-*+)&5 -.*’-6.$*’+# 25&-&#*. .($0#’ 20#*’
,. .225+6+#,’5&7 8+#$&#*5&5&)+ (. #+-*5. .**&#3’+#& -0((1.22(’$.9’(’*: ,&(
)&*+,+ ,’ ).--’). ;&5+-’)’/(’.#3. <=> -0( 2+--’9’(& ’)2’&/+ ,&( )&*+,+
?&’/%* (&.-* -40.5& @=A & -0( $+#65+#*+ *5. ’ ,0&7
 ! !" #$%&’& ’( )%(*+ #, $ -.&-.($%/
8+)& .99’.)+ ,&**+ ’# 6.-& ,’ ’#*5+,03’+#& ’( 25+$&,’)&#*+ ,’ -*’).
-’ 6+#,. -0((. )’#’)’33.3’+#& ,’ 60#3’+#’ F(S,Σ(θ)) 9.-.*& .220#*+ -0 S>
).*5’$& ,’ $+;.5’.#3. $.)2’+#.5’.> & Σ(θ)> ).*5’$& ,’ $+;.5’.#3. ’)2(’$.*.
,.( )+,&((+ 6+5)0(.*+7
=& 60#3’+#’ -*0,’.*& /+,+#+ ,&((& -&/0&#*’ 25+25’&*:B
C7 F(S,Σ(θ)) D -$.(.5&
E7 F(S,Σ(θ)) ≥ 0
 7 F(S,Σ(θ)) = 0 ⇔ S = Σ(θ)
F7 F(S,Σ(θ)) D $+#*’#0. ’# S & Σ(θ)
G5+?#& HCIJFK ,’)+-*5. $%& )’#’)’33.5& 60#3’+#’ +9’&**’;+ $%& -+,,’-6.L
#+ (& -&/0&#*’ $+#,’3’+#’ $+#,0$& . -*’).*+5’ ,’ θ $+#-’-*&#*’7
M( )&*+,+ ,’ -*’). 2’N $+)0#&)&#*& 0-.*+ ’# =’-5&( D 40&((+ ,&((. ).-L
-’). ;&5+-’)’/(’.#3. <=7 O.5*&#,+ ,.((1.--0#3’+#& ,’ ,’-*5’903’+#& #+5).(&
)0(*’;.5’.*. -+**+-*.#*& 2&5 (& ;.5’.9’(’ +--&5;.*&> (. 60#3’+#& +9’&**’;+ $%&
;’&#& )’#’)’33.*. D (. -&/0&#*&B
FML = log|Σ(θ)| + tr[SΣ(θ)
−1] − log|S| − (p + q)
P&#&5.()&#*& -’ .--0)& Σ(θ) & S 2+-’*’;& ,&Q#’*& $%& -’/#’Q$. #+#L
-’#/+(.5’ & 40’#,’ ’#;&5*’9’(’7 M( 6.**+ $%& -’.#+ ,&Q#’*& 2+-’*’;& ’)2(’$. $%&
’( ,&*&5)’#.#*& ,&((& ,0& ).*5’$’ #+# 2+--. &--&5& 3&5+> ;.(+5& .( ,’ 60+5’ ,&(
,+)’#+ ,&( (+/.5’*)+ #.*05.(&7
R&((& .22&#,’$’ F" & FG G+((&# HCIJIK> ,’)+-*5. (1’#,’;’,0.3’+#& ,’ *.(&
60#3’+#& 2.5*&#,+ ,.((1.--0#3’+#& ,’ )0(*’#+5).(’*: 2&5 (& ;.5’.9’(’ x & y7
R+’ *5.(.-$&5&)+ (& ,’)+-*5.3’+#’ & $’ $+#$&#*5&5&)+ -0((& 25+25’&*: & -0(L
(1.22(’$.9’(’*: ,’ *.(& )&*+,+ ,’ -*’). .( #+-*5+ -*0,’+ ,’ $.-+7 ! ! "#$%& ’() %*’())* ’$ +,"#*%(- "&#$".&+#$*/  !
"# $%&’(%#)* +", -.(/#)( )&$./%& 0(/&1( /2&3#%*$& 1& ’./%&4#)’(/&%5 1*//*
0()&(6&/& 7#&40#/%* 4*/ ’#1*//#, 8( 1&0*)$* 3)#3)&*%5 ($&4%#%&78* 3()%&7#/()9
’*4%* &’3#)%(4%&:
!; ($&4%#%&7(’*4%* 7#))*%%#
<; 7#4$&$%*4%* plim(ˆ θ) = θ
 ; ($&4%#%&7(’*4%* *=7&*4%* >%)( ?/& $%&’(%#)& 7#4$&$%*4%& @ -.*//# ( ’&4#)
0()&(4A( ($&4%#%&7(B
C; ($&4%#%&7(’*4%* 1&$%)&6.&%# 7#4 1&$%)&6.A&#4* 4#)’(/*
D()%&7#/()’*4%* .%&/* (& E4& 1& &4F*)*4A( @ /( ’(%)&7* 1& 7#0()&(4A( ($&49
%#%&7( 3*) /# $%&’(%#)* +" 1& θ:
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G.(41# ˆ θ 0&*4* $#$%&%.&%# ( θ (66&(’# .4( $%&’( 1*//( ’(%)&7* 1& 7#0(9
)&(4A( ($&4%#%&7( 1(//( -.(/* 3#$$&(’# )&$(/&)* (?/& $%(41()1 *))#); H(/& 0(/#)&
$#4# F#41(’*4%(/& 3*) *$*?.&)* ?/& .$.(/& %*$% 1& $&?4&E7(%&0&%5 1*& 3()(’*%)&
$%&’(%&;
 ! !" #$%&’()*( +( *(,(*(--.-(&,/ ,0*/’(1.
I4 ?*4*)(/* 4*& ’#1*//& (1 *-.(A&#4& $%).%%.)(/& /* 1*)&0(%* 3)&’* 3()A&(/&
1*//( F.4A&#4* #6&*%%&0# F 7#$%&%.&$7#4# .4 $&$%*’( 1& t *-.(A&#4& 4#4 1&)*%9
%(’*4%* *$3/&7&%(6&/&;
∂f(θ)
∂θi
= 0
i = 1,2,...,t
J#/.A&#4& *$3/&7&%* 4#4 3#$$#4# 1.4-.* *$$*)* #%%*4.%*, 1& 7#4$*?.*4A( $&
)&0*/(4# 4*7*$$()& ’*%#1& 4.’*)&7& 1& ’&4&’&AA(A&#4*;
K&L 78* 0&*4* 7#47)*%(’*4%* F(%%# @ $0&/.33()* .4( $*)&* 1& 0*%%#)& θ E4#
( 78* /2./%&’# 0*%%#)* 1*//( $*-.*4A( )*41* ’&4&’( /( F.4A&#4* #6&*%%&0#; I/
3)&’# 0*%%#)* 1& 3)#0( $()5 θ(1), &/ $*7#41# θ(2) * 7#$M 0&( E4# ( θ(l); "(
$*-.*4A( 1& 0(/#)& 1& 3)#0( 78* #%%*))*’# $()5 1.4-.* θ(1), θ(2), ;;;, θ(l); !  !"#$%&% ’( !)!&#*# +,# +!$# -,!&#
"#$% &%’()( *+ ,(-)# *.$$/+)%# 01% &%-’2% 32(0%)+#&( -%$$# *%4.%-5# +$
6#$(2% )%$$# ,.-5+(-% (7+%’’+6( )(62%77% )+&+-.+2% 8-( # 2#99+.-9%2% +$ *.(
&+-+&( +- 0(22+*3(-)%-5# )+ θ(l): ;)%#$&%-’% ).-4.%< +- (9-+ *’%3< F(θ(i+1))
*#2= &+-(2% )+ F(θ(i)):
>/#$9(2+’&( ’%2&+-%2= 4.#-)( $# )+?%2%-5# ’2# +$ 6#$(2% )%$$# ,.-5+(-% #$
3#**( i % 4.%$$# #$ 3#**( i+1 @ +-,%2+(2% #) .- 6#$(2% +-+5+#$&%-’% 8**#’(: "2#
+ &%’()+ 3+A -(’+ *%&72# 9+.*’( 0+’#2% 4.%$$( )+ B%C’(-DE#31*(-< FG($$%-<
HIJIK< 7#*#’( *.$$( *6+$.33( )+ "#L$(2 )+ F % *. .- #$9(2+’&( 01% *’+&# θ(i+1)
# 3#2’+2% )# θ(i) *%0(-)( $# *%9.%-’% ,(2&.$#:
ˆ θ
(i+1) = ˆ θ
(i) −
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 ! !  "##$%&’(%$%)* +,$ -,).+. +% /)%-’ 01 ’+ ’2’$%/%
+% &3/).-,4 /’)%/5’&)%.2
M%&72# 3+.’’(*’( .’+$% % -%0%**#2+( )+*0.’%2% *.$$/#33$+0#7+$+’= )%$ &%’()(
)+ *’+&# )+ &#**+&# 6%2(*+&+9$+#-5# #$$# -(*’2# #-#$+*+ )+ 0.*’(&%2 *#’+*,#0D
’+(-:
N.%$$( 01% #77+#&( ,#’’( 8-( #) (2# @ +3(’+55#2% 3%2 0+#*0.-# )%$$% -(*’2%
6#2+#7+$+ (2)+-#$+ .-# 6#2+#7+$% 0(-’+-.# *(’’(*’#-’% -(2&#$&%-’% )+*’2+7.+’#<
-% #77+#&( 2+0#6#’( + O6#$(2+ *(9$+#/ % )# 4.%*’+ *+#&( 2+*#$+’+ #$$# &#’2+0% )+
0(6#2+#-5# 0#&3+(-#2+# S:
P77+#&( #33%-# )%’’( 01% $# ,.-5+(-% (7+%’’+6( FML )%2+6# )#$$/#**.-D
5+(-% )+ -(2&#$+’= )%$$% 6#2+#7+$+ *(’’(*’#-’+: ;$ 3.-’( *#2= (2# )+*0.’%2% *.$$#
6#$+)+’= )+ ’#$% #**.-5+(-% -%+ -(*’2+ )#’+ % *.$$% 0#.*% )%2+6#-’+ 3%2 +$ &%’()(
Q> 4.#$(2# 4.%*’# -(- 6%-9# 2+*3%’’#’#:
G($$%- FHIJIK *(*’+%-% 01% +- 0#*( )+ -(- %00%**+6# 0.2’(*+ +$ &%’()( )+
*’+&# Q> 0(-’+-.# # 9()%2% )%$$% *’%**% 32(32+%’= %$%-0#’% -%$ 0#*( )+ &.$D
’+-(2&#$+’=: R$+ *’+&#’(2+ *(-( 0+(@ 0(-*+*’%-’+< #*+-’(’+0#&%-’% %S0+%-’+ %)
+-($’2% PTUV(ˆ θ) F&#’2+0% )+ 0(6#2+#-5# #*+-’(’+0# 3%2 $( *’+&#’(2% Q> )+ θK
% $# *’+&# )%$ T1+D4.#)2( *%0(-)( $# ,(2&.$# (N −1)FML 2+*.$’#-( 0(22%’’%:
>/%00%**( )+ 0.2’(*+ 6+0%6%2*# &#-’+%-% %*0$.*+6#&%-’% $# 0(-*+*’%-5# )%$$%
*’+&%: W$’%2+(2+ 32(7$%&+ $%9#’+ #9$+ *’+&#’(2+ Q> *+ 32%*%-’#-( -%$ 0#*( )+
)+*’2+7.5+(-+ #27+’2#2+%: ! ! "#$%& ’() %*’())* ’$ +,"#*%(- "&#$".&+#$*/   
 ! !" #$%&’($)(! *+,$-$ ./#0 ,+$1(2 + 31$31(+,4
!"# $%&’ () *’* *’+,%#)-. ’ "$$"&&)/% $0+-’&) #% &’#01)’*" 2 30"##% () %(’-4
-%+" ,"-’() () &-),% %#-"+*%-)/) %&)*-’-)$%,"*-" "5$)"*-) " $6" $’*&"*-%*’
() &/’#7"+" 0*8%$$0+%-% )*9"+"*1%:
;+’<*" =>?@AB>?@CD E+’E’*" %77)0&-%,"*-) %7#) 0&0%#) -"&- &-%-)&-)$) " %7#)
&-%*(%+( "++’+ )* ,’(’ (% ’--"*"+" +)&0#-%-) %&)*-’-)$%,"*-" $’++"--): F*
()/"+&’ %EE+’$$)’ 2 30"##’ () 0-)#)11%+" 0* ,"-’(’ () &-),% %&)*-’-)$%,"*-"
"5$)"*-" %*$6" )* $%&’ () *’* *’+,%#)-.G  !"#$% &!’(% ()*’+! , -./:
H% 90*1)’*" ’I)"--)/’ 2 #% &"70"*-"G
FWLS = [s − σ(θ)]
′W
−1[s − σ(θ)]
(’/" s 2 0* /"--’+" 1
2(p + q)(p + q + 1) ("7#) "#","*-) *’* +)E"-0-) ()
SB ,"*-+" σ(θ) 2 )# $’++)&E’*("*-" /"--’+" ("##’ &-"&&’ ’+()*" () Σ(θ): θ 2
)# /"--’+" t × 1 () E%+%,"-+) #)I"+) (% &-),%+": J*K*" W −1 2 0*% ,%-+)$"
("K*)-% E’&)-)/% () E"&) () ’+()*" 1
2(p + q)(p + q + 1) × 1
2(p + q)(p + q + 1):
L$"7#)"+",’ (0*30" $’," &-),% () θ 30"# /"--’+" ˆ θ $6" ,)*),)11% #%
&’,,% E"&%-% ("7#) &$%+-) %# 30%(+%-’ () s (% σ(θ): W 2 -)E)$%,"*-" 0*%
&-),% $’*&)&-"*-" ("##% ,%-+)$" () $’/%+)%*1% %&)*-’-)$% -+% s " s:
ACOV (sij,sgh) = N
−1(σijgh − σijσgh)
(’/" σijgh 2 E(Xi − µi)E(Xj − µj)E(Xg − µg)E(Xh − µh):
F*’ &-),%-’+" $%,E)’*%+)’ E"+ σijgh &%+. (0*30"G
sijgh =
1
N
N  
t=1
(Zit − Zi)(Zjt − Zj)(Zgt − Zg)(Zht − Zh))
,"*-+" E"+ σij &%+.G
sij =
1
N
N  
t=1
(Zit − Zi)(Zjt − Zj)
J* 30"&-’ $%&’ ˆ θ ’--"*0-’ $’* WLS 2 0*’ &-),%-’+" $’*&)&-"*-" () θ &’--’
$’*()1)’*) ,’#-’ 7"*"+%#) " %&)*-’-)$%,"*-" "5$)"*-": J*’#-+" &’*’ ()&E’*)I)#)
0*% $’++"--% ACOV (ˆ θ) " 0* -"&- M6)430%(+’ (N − 1)FWLS E"+ $’*(0++"
0*8%$$0+%-% )*9"+"*1%: H% ,%-+)$" () $’/%+)%*1% %&)*-’-)$% 2G
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"#$ %&’()* +#))* ,(* ’+ *$’ -. /#)*+* 012 3’ -. 4’()’55-* +- 6$*+&$$#
7)-/’)*$- 83# /’()#(5*(* .# 6$*6$-#)9 *))-/# 7*))* 8*(+-:-*(- /*.)* 5#(#$’.-
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83# .’78-’(* /*.)# 6#$6.#77-)9 6#$ %&’()* $-5&’$+’ .’ 6*77-<-.# ’66.-8’:-*(#
’- (*7)$- +’)-=
@= 1’ /’)$-8# W 83# $-83#+# +- #77#$# -(4#$)-)’ A +- *$+-(# 1
2(p+q)(p+q+
1)× 1
2(p+q)(p+q+1)= B(83# (#. 8’7* +- 10 4’$-’<-.- +*4$#/* -(4#$)-$#
&(’ /’)$-8# 55 × 55C 8-D ;’ 7E 83# )’.# /#)*+* /’(83- +- F#77-<-.-)9 -(
/*+#..- 8*( /*.)# 4’$-’<-.- ’(’.-::’)# GA 6$*6$-* -. 8’7* +#..’ 8&7)*/#$
7’)-7;’8)-*(H=
I= J( 6$*<.#/’ 83# ’<<-’/* )$*4’)* 8#$8’(+* +- -/6.#/#()’$# -. /#)*+*
012 ’- (*7)$- +’)- A .#5’)* ’..’ +-K8*.)9 +- 8*(4#$5#(:’ +#..L’.5*$-)/*
(&/#$-8* +- /-(-/-::’:-*(# /’( /’(* 83# ’(+’4’/* ’ 8*/6.-8’$# -.
/*+#..*= M&#7)* A /*.)* 6$*<’<-./#()# .#5’)* ’..# 8*(7-+#$’:-*(- ;’))#
’. 6&()* 7*6$’=
N#. 8*$7* +#..L’(’.-7- ’<<-’/* 6$*4’)* ’+ ’66.-8’$# -. /#)*+* +- 7)-/’
012 ’- (*7)$- +’)- *))#(#(+* )&))’4-’ .’ 8*(4#$5#(:’ 7*.* 6#$ /*+#..- /*.)*
7#/6.-8-= M&#7)* ’76#))* 8$-)-8*C .#5’)* ’..’ 4’.-+-)9 +#..L’77&(:-*(# +- (*$O
/’.-)9 6#$ .# 4’$-’<-.- 8*()-(&# 7*))*7)’()- ’5.- -(+-8’)*$- *$+-(’.-C 8- 3’ ;’))*
*6)’$# 6#$ -. /#)*+* +- 7)-/’ P1= N*( ’<<-’/* -(;’))- -(+-4-+&’)* #.#/#()-
7-5(-,8’)-4- 8*()$* .# ’77&(:-*(- ’..’ <’7# +- )’.# /#)*+* +- 7)-/’=
 ! !" #$$%&’()&*+, ,-$&.&’( , .&/0%1(1&
Q- 7#5&-)* $-6*$)-’/* - /*+#..- ,(’.- 7)-/’)- 4-’ /’77-/’ 4#$*7-/-5.-’(:’=
N#. 6$-/* ’<<-’/* ’+*))’)* .’ )#8(-8’ 6’-$R-7# +#.#)-*(C (#. 7#8*(+* ’<<-’O
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%&#..- /#+-’(-=
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7)’)- ;*$/&.’)- # 7)-/’)- )$’/-)# ’(’.-7- ;’))*$-’.- 8*(;#$/’)-4# # /-5.-*$’)-
7&..’ 78*$)’ +- )#*$-# +- /’$T#)-(5 # +#- $-7&.)’)- +#..# -(;#$#(:# 8*(+*))# 7&..#
7)-/# +#- 6’$’/#)$-=
S. /*+#..* 7)$&))&$’.# A 7)’)* -(-:-’./#()# 7)-/’)* 7&..’ <’7# +- &(’ 6$-O
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(# 8*$$#:-*(- 7&..’ 78*$)’ +#- $-7&.)’)- +#- )#7) -(;#$#(:-’.- 74*.)- 7&- 7-(5*.-
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/’&,# & -($(,#’$& *C# 2+%#$0(0+ .# $#.(?&+0&9 (/-#’’(’&%#B*3/’+,#$ *($#9
/&’3(?&+0& *$&’&*C#B63(.&’M -$+)+’’+4 N(.& 8(’’+$& .(’#0’& /+0+ ,&/3$(’&
-$+-$&+ )(..# %($&(1&.& +//#$%(’# &0 *+$$&/-+0)#0?( )#..( 63(.& /& ’$+%(0+
& %(.+$& ,(0*(0’& /&/’#,(’&*&
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